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固定された射影的代数多様体 V の閉部分多様体全体の集合にスキームの構造を入れたもの
をHilbert schemeと呼ぶ. Hilbert scheme はGrothendieckにより構成され, 代数幾何学に
おける研究対象であるモジュライと呼ばれるものの一つである.

考察する閉部分多様体を曲線 (1次元の代数多様体)に制限したものを曲線のHilbert scheme

という. 曲線のHilbert schemeはたとえ曲線を幾何学的に良い対象に制限しても一般には悪
い特異点を持つことが知られている. Mumford [1]はそのような例を初めて与えた. 3次元射
影空間 P3内の非特異連結曲線の Hilbert scheme Hilbsc P3の既約成分をひとつ与え, その生
成点においてHilbsc P3が被約でない (non-reduced) ことを示し, 病理 (pathology)と位置付
けた. 具体的には次のとおりである．

例 1. S3 ⊂ P3は非特異3次曲面でEはその中の直線, C ⊂ S3はS3上の線形系 |4h+2E| ' P37

に属する非特異曲線とする. このような C は Hilbsc P3 の局所閉既約部分集合W = W 56,

(|3H| ' P19上の P37-束の開部分集合 )によりパラメータづけられる. ただし，Hは平面で h

はそれの S3への制限である．このとき，Hilbsc P3はW に沿って生成的に被約でない.

この例を次の 2条件をみたす単線織 (uniruled)な 3次元代数多様体 V に拡張した.

(A) V は有理曲線E ' P1 ⊂ V とその変形でもって覆われる．(よって，法束NE/V は大域
切断で生成される．)

(B) V ⊃ S ⊃ Eなる非特異曲面 Sでもって (E2)S = −1と h1(OS(S)) = pg(S) = 0をみた
すものが存在する．

上の例 (V = P3)以外にも cubic 3-foldや P1束 (底曲面は pg = 0)等がこの 2条件をみたす．

定理 2 (Mukai-N,’09 [2]). 非特異射影的 3次元多様体 V が上の 2条件をみたすなら，その上
の非特異曲線のHilbert scheme Hilbsc V は生成的に被約でない既約成分W をもつ．

W の一般元C ⊂ V に対して，Cを含む Sの変形が一意的に存在する．しかし，そこから
脱出しようとする Cの 1位無限小変形 C̃が存在するために対応する点 [C]におけるHilbert

schemeの接空間はW の次元より大きい．このような 1位無限小変形 C̃がすべて 2位無限小
変形, すなわち Spec k[t]/(t3)上の変形に持ち上がらないため, W はHilbert schemeの生成的
に被約でない既約成分になる．
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