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1.6 対称群と置換群
§1.3で見たように, 集合X 6= ∅に対し, XからX自身への全単射の集合B(X)は, 写像の
合成に関し群になる.

定義 1.11. 集合XがX = {1, 2, . . . , n} のとき, B(X) = B({1, 2, . . . , n})を n次対称群と呼
び, 記号 Snで表す.

例 1.12. n = 5とする. f ∈ B(X)がXの元 1, 2, 3, 4, 5をそれぞれ 4, 1, 3, 5, 2に写すとき, す
なわち f(1) = 4, f(2) = 1, f(3) = 3, f(4) = 5, f(5) = 2 のとき,

f =

(
1 2 3 4 5

4 1 3 5 2

)
と表す (上段がもとの数字, 下段が写ったあとの数字を表す).
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図 1: 対称群 S5の元 f

一般に対称群の元には σ, τ , ρなどのギリシャ文字が使われることが多い. n次対称群 Sn

の一般元 σは

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
のように表される. σ(1), . . . , σ(n)は 1から nまでの数字で, 互いに異なる (i 6= j ならば
σ(i) 6= σ(j)). 対称群 Snの元を n次置換と呼び, Snの部分群を置換群という.

例 1.13. (1) 2次対称群 S2の元は次のいずれかである：

e =

(
1 2

1 2

)
, σ =

(
1 2

2 1

)

(2) 3次対称群 S3の元は次のいずれかである：

e =

(
1 2 3

1 2 3

)
, ρ1 =

(
1 2 3

2 3 1

)
, ρ2 =

(
1 2 3

3 1 2

)
,

τ1 =

(
1 2 3

1 3 2

)
, τ2 =

(
1 2 3

3 2 1

)
, τ3 =

(
1 2 3

2 1 3

)
.

Snの元の個数は n!(= 1 · 2 · · ·n)に等しい. n = 2のとき 2個, n = 3のとき 6個, n = 4の
とき 24個, ...となる.
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☆置換の積 n次の置換 σ, τ ∈ Snに対し, 積 τσ ∈ Snを

i ∈ {1, 2, . . . , n} 7−→ τ(σ(i)) ∈ {1, 2, . . . , n}

により定義する.

例 1.14. σ =

(
1 2 3

3 1 2

)
, τ =

(
1 2 3

1 3 2

)
のとき, τσ =

(
1 2 3

2 1 3

)
である.

σ τ τσ

1 7−→ 3 7−→ 2 (1 7−→ 2)

2 7−→ 1 7−→ 1 (2 7−→ 1)

3 7−→ 2 7−→ 3 (3 7−→ 3)

さらに記号を用いずに,(
1 2 3 4

2 4 3 1

)(
1 2 3 4

4 1 2 3

)
=

(
1 2 3 4

1 2 4 3

)

のように書く.

☆恒等置換 n次置換 e =

(
1 2 . . . n

1 2 . . . n

)
を恒等置換という. 任意の σ ∈ Sn に対し,

eσ = σe = σを満たし, Snの単位元となる.

☆逆置換 置換 σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
の上段と下段の数字を入れ替えた置換をσの

逆置換といい, σ−1で表す. σσ−1 = σ−1σ = e を満たし, σの Snにおける逆元となる.

例 1.15. σ =

(
1 2 3

3 1 2

)
の逆置換は, σ−1 =

(
3 1 2

1 2 3

)
=

(
1 2 3

2 3 1

)
に等しい. 同様に

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)−1

=

(
4 1 2 3

1 2 3 4

)
=

(
1 2 3 4

2 3 4 1

)

のようにも書く.

言い換えれば, n次の置換全体 Snは, 写像の合成を積 (演算)に定めれば, 恒等置換を単位
元, 逆置換を逆元とする群になる.

問題 1.16. σ =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
, τ =

(
1 2 3 4

2 4 3 1

)
とする. このとき次を計算せよ.

(1) τσ (2) στ (3) σ2 (4) σ−1 (5) σ−1(3) (6) σ−2

0※お知らせ：講義に関する情報は次のページを参照：http://fuji.ss.u-tokai.ac.jp/nasu/2012/gt.html
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