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1 はじめに
射影的代数多様体 V に対し, V 上の非特異連結曲線 C ⊂ V のヒルベルトスキームを

Hilbsc V で表す. Mumford [13]は,モジュライ空間の病理 (pathology)として, V が 3次元
射影空間P3の場合に, Hilbsc P3が生成的に被約でない (generically non-reduced)既約成分
を持つことを初めて示した. その後, Kleppe [8], Ellia [1], Gruson-Peskine [5], Fløystad [3],

那須 [14]などによりHilbsc P3 に対し, Mumfordの例の様々な一般化が行われた. 近年に
なって, 向井・那須 [12]では, Mumfordの例が詳細に調べられ, 3次元射影多様体上の曲
線の 1位無限小変形が 2位変形にリフトする為の障害類を計算する技術が発展し, その結
果Mumfordの例は次のように一般化された [12, 定理 1.4].

定理 1.1. V を 3次元非特異射影多様体とする. V が次を満たすとき, Hilbsc V は (可算無
限個の)生成的に被約でない既約成分を持つ:

(1) V 上に有理曲線E ≃ P1が存在し, 法束NE/V が大域切断で生成される.

(2) E ⊂ S ⊂ V を満たす非特異 (中間)曲面 Sが存在し, Eは S上の (−1)-曲線である,

すなわち E ≃ P1かつ E2 = −1である. さらに, pg(S) = H1(S,NS/V ) = 0が成り
立つ.

Mumfordの例は, 定理において V が P3, Sが非特異 3次曲面, Eが S上の直線 (27本の
直線のうちの 1本)の場合になっている. この定理を del Pezzo多様体 [16]や射影直線束
[15]などに適用することにより, 現在まで多くの 3次元単線織多様体 V に対し, Hilbsc V が
生成的に被約でない既約成分を持つことが知られている. 一連の結果から, ヒルベルトス
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キームの非被約既約成分 (より一般に, 曲線の変形障害)と多様体上の有理曲線との間に興
味深い関係があることがわかってきた.

近年ではKleppe-Ottem [9]により, 非特異 4次 (K3)曲面上の空間曲線の変形が研究さ
れ, Hilbsc P3の新しい非被約既約成分が構成された (注意 7.3). この結果を受けて, 本研究
ではより一般の設定のもと, すなわち非特異 3次元 Fano多様体 V 上の曲線C ⊂ V がK3

曲面 S ⊂ V に含まれる場合に, Cの V における変形について考察する [17]. 本研究開始に
あたり, 佐藤栄一氏による質問 (問題 7.5)がもう一つの重要な動機となった. 良く知られ
ているように, K3曲面上の有理曲線E (E ≃ P1)の自己交点数E2は−2に等しく, Eは一
般に (−2)-曲線と呼ばれる. またK3曲面S上の楕円曲線F は, Sに楕円曲面S → P1の構
造を与え, F 2 = 0である. K3曲面上では, (−2)-曲線と楕円曲線が, Mumfordの例におけ
る非特異 3次曲面上の (−1)-曲線と同様の役割を果たし, ヒルベルトスキームHilbsc V が
生成的に被約でない既約成分を持つことがわかった.

定理 1.2. V を非特異 3次元 Fano多様体, S ⊂ V を非特異K3曲面, C ⊂ Sを非特異曲線
とする. S上の因子D := C +KV

∣∣
S
が有効であり, さらに, Sの 1位無限小変形 S̃でもっ

て, Cのどんな 1位無限小変形 C̃も含まないものが存在すると仮定する.

(1) S上に (−2)-曲線も楕円曲線も存在しない, またはH1(S,D) = 0ならば, Hilbsc V は
[C]において非特異である.

(2) D2 ≥ 0, さらに S 上の (−2)-曲線 E でもって E.D = −2かつH1(S,D − 3E) = 0

を満たすものが存在するならば, h1(S,D) = 1である. さらに, 法束の射影 πE/S :

NE/V → NS/V

∣∣
E
によるコホモロジー群の誘導写像

πE/S(E) : H
0(E,NE/V (E)) −→ H0(E,NS/V (E)

∣∣
E
) (1.1)

が全射でないならば, Hilbsc V は [C]において特異である.

(3) S 上の楕円曲線 F でもって, m ≥ 2に対し D ∼ mF を満たすものが存在すれば,

h1(S,D) = m− 1である. さらに, πF/S(F )が全射でないならば, Hilbsc V は, [C]に
おいて特異である.

つまり H1(S,D) = 0 ならば, C は V 上で障害を受けない (unobstructed). 一方,

H1(S,D) ̸= 0ならば, C は V 上で障害を受ける (obstructed) ことが, 部分的に示さ
れた. 定理 1.2の仮定の下で, V のヒルベルト旗スキームHFV (4節参照)は, 点 (C, S)に
おいて非特異であり (補題 5.1), 点 (C, S)を通るHFV の唯一の既約成分WC,Sが存在する.

自然な射 pr1 : HFV → Hilbsc V , (C, S) 7→ [C]による, WC,Sの像WC,Sは, Cを含む S-極
大族と呼ばれる (定義 4.2). Hilbsc V の [C]における接空間H0(C,NC/V )において, WC,S

の余次元は h1(S,D)に等しく, コホモロジー群H1(S,D)の元は, Cの 1位無限小変形のう
ち, Sのあらゆる 1位無限小変形から外へ逃れるものに対応する.



系 1.3. 定理 1.2の (1),(2),(3)において, 次が成立する.

(a) h1(S,D) ≤ 1ならば, WC,Sは (Hilbsc V )redの既約成分である.

(b) h1(S,D) = 0ならば, Hilbsc V はWC,Sに沿って生成的に非特異であり, h1(S,D) = 1

ならば, Hilbsc V はWC,Sに沿って生成的に被約でない.

(c) H0(S,−D) = 0ならば, dim[C]Hilb
sc V = S · (KV )

2/2 + g + 1が成り立つ. ただし g

はCの種数を表す.

射影多様体 V の部分多様体X に対し, X の 1位無限小変形全体とNX/V の大域切断全
体との間には自然な 1対 1対応が存在する. α ∈ H0(X,NX/V )に対応する 1位無限小変形
X̃が 2位変形にリフトする為の障害類 ob(α)は, カップ積

H0(X,NX/V )×H0(X,NX/V )
∪−→ H1(X,NX/V ), α 7−→ α ∪ α = ob(α)

で与えられる. [12]では, 3次元射影多様体V 上の曲線C ⊂ V と, その 1位無限小変形 C̃ ⊂
V ×Spec k[t]/(t2) (すなわちα ∈ H0(C,NC/V ))に対し, C̃が2位変形 ˜̃C ⊂ V ×Spec k[t]/(t3)
にリフトしない (すなわち ob(α) ̸= 0である)為の十分条件が与えられた (障害性定理). 最
近その結果の一般化が得られたので, 3節で紹介する (定理 3.3). また一般化された障害性
定理を, 3次元Fano多様体V とK3曲面Sに適用することにより,主結果の定理 1.2 (2),(3)

が証明される (6節).

2 ヒルベルトスキームと無限小変形
まず代数多様体の埋め込み変形に関する基本的事実について整理する. 基礎体 kは代数
閉体で, 標数は特に断らない限り一般とする. V を Pnの閉部分スキーム, OV (1)を V 上の
豊富な直線束とし, X ⊂ V を V の閉部分スキーム, P (X) = χ(X,OX(n))をX のヒルベ
ルト多項式とする. このとき射影的スキームHが存在し, V の閉部分スキームX ′でもっ
て, Xと同じヒルベルト多項式を持つものすべてをパラメータ付ける ([4]). このスキーム
Hは V のヒルベルトスキームと呼ばれ, HilbV またはHilbP V で表される.

IX と NX/V = (IX/I2X)∨ をそれぞれ X の定義イデアル層と法層とし, X に対応する
HilbV の点を [X]で表す. よく知られているように, HilbV の [X]における接空間は, コ
ホモロジー群H0(X,NX/V )と同一視され, これはHom(IX ,OX)と同型である. Xを V 内
で変形する際の全ての障害 obは, コホモロジー群 Ext1(IX ,OX)に含まれ, 局所完全交叉
なXに対しては, obは (より小さな)部分群H1(X,NX/V )に含まれる. ヒルベルトスキー
ムの次元に関し, 不等式

h0(X,NX/V )− h1(X,NX/V ) ≤ dim[X] HilbV ≤ h0(X,NX/V ) (2.1)



が成り立ち, 左辺の値 (Xが曲線ならχ(X,NX/V )に等しい)はHilbV の [X]における期待
次元と呼ばれる. もしH1(X,NX/V ) = 0ならば, HilbV は [X] において非特異であり, か
つ期待次元を持つ. X の V における 1位無限小変形とは, 双数環 (ring of dual numbers)

D = k[t]/(t2)上のXの変形, すなわち, 平坦な閉部分スキーム X̃ ⊂ X × SpecDでもって,

中心ファイバー X̃0がX に等しいものをいう. 0を [X]に写すようなHilbV のD-値点全
体は, ヒルベルトスキームの普遍性 (universal property)により, Xの 1位無限小変形全体
に 1対 1に対応する.

次の命題は, 非特異性に関する無限小持ち上げの性質により従う.

命題 2.1 (cf. [6, Prop. 4.4, Chap. 1]). もしHilbV が [X]において非特異ならば, 任意の
整数 n ≥ 1とX ⊂ V の任意の n位無限小変形に対し, それをリフトした (n+ 1)位無限小
変形が存在する.

この事実により, もしX ⊂ V のある 1位無限小変形 X̃がどんな 2位変形 ˜̃Xにもリフト
しなければ, HilbV は [X]において特異であることがわかる.

以下X ⊂ V は局所完全交叉と仮定する. X̃をX ⊂ V の 1位無限小変形とし, αを X̃に
対応するNX/V の大域切断とする. V 上の標準的な層短完全列

0 −→ IX −→ OV −→ OX −→ 0

の定める拡大類を e ∈ Ext1(OX , IX) とする. αに対し (すなわち, X̃ に対し), カップ積
ob(α) ∈ Ext1(IX ,OX) を

ob(α) := α ∪ e ∪ α (2.2)

により定義すれば, X̃が 2位変形にリフトする為の必要十分条件は ob(α) = 0で与えられ
る [17, 定理 2.1]. Xは局所完全交叉であるので, ob(α)はH1(X,NX/V )に含まれる. ob(α)

をα (又は X̃)に対する第一障害 (primary obstruction)と呼ぶ. HilbV が [X]において
非特異であるとき, Xは unobstructedであるといい, そうでないとき obstructedであ
るという. またHilbV の既約成分W に対し, HilbV がW の生成点Xηで非特異であると
き, HilbV はW に沿って生成的に非特異 (generically smooth)といい, Xηで特異であ
るとき, HilbV はW に沿って生成的に被約でない (generically non-reduced)という.

3 障害性定理
向井・那須 [12]では, 非特異 3次元射影多様体 V 上の非特異曲線Cの埋め込み変形につ
いて, C ⊂ S ⊂ V を満たす非特異中間曲面 Sの存在を仮定して研究が行われた. 特に C



の V における 1位無限小変形が 2位変形へリフトしない為の十分条件が与えられた. 本節
では, 本結果の一般化について述べる.

C ⊂ S ⊂ V を曲線 C, 曲面 S, 3次元射影多様体 V の旗とし, Cは Sの中で, Sは V の
中で, Cartier因子であると仮定する. C̃ を C の 1位無限小変形とし, 対応する NC/V の
大域切断を α, さらに αの第一障害を ob(α) ∈ H1(C,NC/V )とする. 法束の自然な射影
πC/S : NC/V → NS/V

∣∣
C
はコホモロジー群の誘導写像

H i(C, πC/S) : H
i(C,NC/V ) −→ H i(C,NS/V

∣∣
C
) (i = 0, 1)

を定める.

定義 3.1. H i(C, πC/S) (i = 0, 1)による αと ob(α)の像

πC/S(α) := H0(C, πC/S)(α), および obS(α) := H1(C, πC/S)(ob(α))

を, それぞれ αと ob(α)の外成分と呼ぶ.

直感的には, πC/S(α)は C̃に対し, Sの法線方向への変形を抽出し, obS(α)はその変形に
付随する障害を表している.

E ⊂ Sを S上の有効 Cartier因子とし, m ≥ 1を整数とする. ここでEは特に既約 (曲
線)とは限らない. S上の直線束の単射OS(mE) ↪→ OS((m + 1)E)は, コホモロジー群の
写像

H1(S,OS(mE)) −→ H1(S,OS((m+ 1)E)) (3.1)

を誘導する. 以下では任意の m ≥ 1に対し, この写像が単射であると仮定し, その結
果として, 開曲面 S◦ := S \ E に対し, H1(S◦,OS◦)上には自然なフィルトレーション
H1(S,E) ⊂ H1(S, 2E) ⊂ · · · ⊂ H1(S,mE) ⊂ · · · ⊂ H1(S◦,OS◦) が入る.

定義 3.2. (Eに沿ってm位の極を持つ)NS/V の有理切断

β ∈ H0(S,NS/V (mE)) \H0(S,NS/V (m− 1)E)

を Sの (Eに沿ってm位の)極付き無限小変形と呼ぶ.

Sの任意の極付き無限小変形は, 自然な単射H0(S,NS/V (mE)) ↪→ H0(S◦, NS◦/V ◦) によ
り, S◦の V ◦ := V \ Eにおける 1位無限小変形を誘導する.

β ∈ H0(S,NS/V (mE))を Sの極付き無限小変形とする. このとき, その主要部, すなわ
ち, βのEへの制限 β

∣∣
E
∈ H0(E,NS/V (mE)

∣∣
E
) を考える. β

∣∣
E
はEの法束 (達)から定ま

る短完全列
[0 −→ NE/S︸ ︷︷ ︸

≃OE(E)

−→ NE/V −→ NS/V

∣∣
E
−→ 0]⊗OS(mE) (3.2)



の余境界写像 ∂Eにより,

H1(E,NE/S(mE)) ≃ H1(E,OE((m+ 1)E))

の元 ∂E(β
∣∣
E
)に写される.

次の定理は [12, 定理 2.2]の一般化であり, C の V における 1位無限小変形 C̃ ⊂ V ×
Spec k[t]/(t2)に対し, C̃がどんな 2位変形 ˜̃C ⊂ V × Spec k[t]/(t3) にもリフトしない為の
十分条件を与える.

定理 3.3 (障害性定理). αを NC/V の大域切断とし, m ≥ 1を整数とする. αの外成分
πC/S(α) ∈ H0(C,NS/V

∣∣
C
)が Sの極付き無限小変形 β ∈ H0(S,NS/V (mE))にリフトする,

すなわち,

πC/S(α) = β
∣∣
C

∈ H0(C,NS/V (mE)
∣∣
C
)

が成り立ち, さらに次の条件が満たされれば, ob(α)の外成分 obS(α)は零でない.

(a) ∆ := C + KV

∣∣
S
− 2mE を S 上の因子とする. このとき, 制限写像 H0(S,∆)

|E−→
H0(E,∆

∣∣
E
)は全射である.

(b) (E上の)カップ積m∂E(β
∣∣
E
) ∪ β

∣∣
E
が消えない. ただしカップ積 ∪は次の写像で定

義される:

H1(OE((m+ 1)E))×H0(NS/V (mE − C)
∣∣
E
)

∪−→ H1(NS/V ((2m+ 1)E − C)
∣∣
E
).

つまりC上のカップ積 (ob(α) ≒ α2)の計算が, E上のカップ積 (≒ (β
∣∣
E
)2) に帰着する.

注意 3.4. (1) αと β
∣∣
E
の間の関係が見えにくいので, 図 1に関係を図示する.

H0(NC/V ) ∋ α H0(NE/V (mE))yπC/S

y yπE/S(mE)

H0(NS/V

∣∣
C
) ∋ β

∣∣
C

res←−[ β
res7−→ β

∣∣
E

∈ H0(NS/V (mE)
∣∣
E
)∩

∋

y y∂E

H0(NS/V (mE)
∣∣
C
)

res←− H0(NS/V (mE)) ∂E(β
∣∣
E
) ∈ H1(OE((m+ 1)E))

図 1: α, β
∣∣
E
, ∂(β

∣∣
E
)の関係

(2) [12, 定理 2.2]では, Eは非特異既約かつE2 < 0, さらにm = 1と仮定されていたが,

これを上記の形に一般化した.



(3) 定理の応用において, Eは必ずしも (−1)-曲線である必要はない. 例えば, K3曲面 S

への応用があり, Eが (−2)-曲線 (E2 = −2)や楕円曲線 (E2 = 0)の場合にも適用さ
れる (§5).

(4) [17, Thm. 3.3]では, さらに βの極Eが可約である場合や, 重複成分を持つ場合にお
いて, 定理の精密化が行われている.

射影多様体V に対し, V の有効Cartier因子のヒルベルトスキームをHilbcd V で表す. V

の超曲面S ⊂ V に対し, SのPicardスキームPicSへの射（Hilbert-Picard morphism）を

ψS : Hilbcd V −→ PicS, S ′ ⊂ V 7−→ OV (S
′)
∣∣
S

により定義する. ψSの [S]における接写像

dS : H0(S,NS/V ) −→ H1(S,OS)

は S ⊂ V に対する d-mapと呼ばれる. この d-mapは, S上の有効因子Eに対し写像 (3.1)

が単射であるとき, 極付き d-map

dS◦ : H0(S,NS/V (mE)) −→ H1(S,OS((m+ 1)E))

へと自然に拡張される. このとき, dS◦ の像を極Eの近傍で計算することにより次の補題
を得る.

補題 3.5 (鍵補題). β ∈ H0(S,NS/V (mE))とする. 像 dS◦(β) ∈ H1(S,OS((m + 1)E))の
主要部 dS◦(β)

∣∣
E
∈ H1(E,OE((m+ 1)E)) に対し,

dS◦(β)
∣∣
E
= m∂E(β

∣∣
E
).

定理3.3の証明の方針) 直接obS(α) ̸= 0を示すのではなく,自然な全射H1(C,NS/V

∣∣
C
) ↠

H1(C,NS/V ((m+ 1)E)
∣∣
C
)による obS(α) の像 obS(α)の非零を示す. カップ積による表示

obS(α) = dS◦(β)∪ πC/S(α) を用いると, 補題 3.5により, obS(α) ̸= 0の証明は, 定理のカッ
プ積m∂E(β) ∪ β

∣∣
E
の非零へと帰着される.

4 ヒルベルト旗スキーム
V を射影多様体とする. V の閉部分スキームの旗C ⊂ S ⊂ V をパラメータ付ける射影
スキームが存在し, V のヒルベルト旗スキーム (Hilbert-flag scheme) と呼ばれる. 存在
性や局所的性質など詳細については [7, 8, 6, 18]などを参照されたい. ヒルベルトスキー



ムと同様に, C と S のヒルベルト多項式 P,Qを固定した旗スキームを HFP,Q V で表し,⊔
P,Q HFP,Q V をHFV で表す. ヒルベルト (旗)スキームの自然な図式

HFP,Q V
pr2−−−→ HilbQ Vypr1

HilbP V


(C, S) 7−→ S7−→

C

 ,

が存在し, pri(i = 1, 2) は HilbV への射影を表す. HFV の点 (C, S) における接空間
A1(C, S)は, [C]と [S]におけるHilbV の接空間の (H0(C,NS/V

∣∣
C
)上の)ファイバー積

A1(C, S)
p1−−−→ H0(S,NS/V )yp2 □

yρ

H0(C,NC/V )
πC/S−→ H0(C,NS/V

∣∣
C
),

(4.1)

として定義される. ただし, ρは制限写像を表し, pi (i = 1, 2) は priの接写像を, そして
πC/Sは法束の射影を表す. 以下Cと Sはともに非特異であり, H1(S,NS/V ) = 0と仮定す
る. 短完全列 0 → NC/S → NC/V → NS/V

∣∣
C
→ 0 の余境界写像 ∂C/S : H0(C,NS/V

∣∣
C
) →

H1(C,NC/S) と ρとの合成 ∂C/S ◦ ρにより, 写像 αC/S : H0(S,NS/V )→ H1(C,NC/S) を定
義すれば, αC/Sの余核

A2(C, S) := cokerαC/S (4.2)

は HFV の (C, S)における障害空間 (obstruction space)となる. また, ヒルベルトス
キームに対する次元評価式 (2.1)と同様に, 不等式

dimA1(C, S)− dimA2(C, S) ≤ dim(C,S)HFV ≤ dimA1(C, S) (4.3)

が成り立ち ([8, §2]参照), ヒルベルト (旗)スキームの接空間と障害空間を関連づける完
全列

0 −→ H0(S, IC/S ⊗NS/V ) −→ A1(C, S)
p1−→ H0(C,NC/V ) (4.4)

−→ coker ρ −→ A2(C, S) −→ H1(C,NC/V ) −→ H1(C,NS/V

∣∣
C
)

が存在する. 以上より, 次の事実が導かれる.

補題 4.1 ([8, 9]). (1) ρが全射ならば, pr1 : HFV → HilbV , (C, S) 7−→ C は (C, S)に
おいて非特異である.

(2) H0(S,NS/V (−C)) = 0ならば, pr1は (C, S)において局所埋め込みである.



(3) dimC = 1, dimS = 2かつ, H i(S,NS/V ) = 0 (i = 1, 2)ならば

dimA1(C, S)− dimA2(C, S) = χ(C,NC/V ) + χ(S, IC/S ⊗NS/V )

= χ(C,NC/S) + χ(S,NS/V ). (4.5)

右辺はHFV の期待次元と呼ばれる.

定義 4.2. HFV が点 (C, S)において非特異であるとし, (C, S)を通るHFV の既約成分を
WC,S とする. 射影 pr1によるW の像W = pr1(W) ⊂ Hilbsc V を (C を含む)S-極大族と
呼ぶ.

5 K3曲面上の曲線の変形障害
前節の設定で, V を非特異 3次元 Fano多様体, Sを非特異K3曲面, Cは非特異曲線と
する. KS は自明なので, 随伴公式により NC/S ≃ KC と NS/V ≃ −KV

∣∣
S
となる. 特に

H1(C,NC/S) ≃ kかつH i(S,NS/V ) = 0 (i = 1, 2)を得る. 以下では, Sの 1位無限小変形 S̃

でもって, Cのどんな 1位無限小変形 C̃も含まないものが存在すると仮定する. 図式 (4.1)

はCartesianなので, このとき次が成り立つ.

補題 5.1. A2(C, S) = 0である. 特に HFV は (C, S)において非特異, かつ期待次元
(KV

∣∣
S
)2/2 + g + 1を持つ. ただし gは曲線Cの種数を表す.

したがって,

0 −→ H0(S,NS/V (−C)) −→ A1(C, S)
p1−→ H0(C,NC/V ) −→ coker ρ −→ 0 (5.1)

は完全であり,接写像p1の核と余核はそれぞれH0(S,−D)とcoker ρに等しい (cf. (4.4)). こ
こでS上の因子DをD := C+KV

∣∣
S
で定義し, D ≥ 0を仮定する. 完全列 [0→ OS(−C)→

OS → OC → 0] ⊗ NS/V と H1(S,NS/V ) = 0により, coker ρ ≃ H1(S,NS/V (−C)) ≃
H1(S,−D) ≃ H1(S,D)∨ が成り立つ. したがって, H1(S,D) = 0のとき, 補題 4.1(1)によ
り, HilbV はCにおいて非特異である. したがって, 定理 1.2 (1)が示された.

注意 5.2. K3曲面上の直線束Lに対し, H1(L) ̸= 0であるための条件は良く知られている
(cf. [10]). 非特異K3曲面X上の直線束LがL > 0かつL2 ≥ 0を満たすとき, H1(X,L) ̸= 0

は次と同値である:

(1) X上の有効因子∆が存在し, ∆2 = −2かつ L.∆ ≤ −2, または

(2) X上のネフかつ原始的な有効因子 F が存在し, F 2 = 0かつ L ∼ nF (n ≥ 2).



X上に (−2)-曲線も楕円曲線も存在しなければ,X上の任意の因子D ≥ 0に対しH1(X,D) =

0である. このときXの有効錐体NE(X)はXの豊富錐体Amp(X)に一致する. 逆に, X上
の有理曲線Eに対しD.E ≤ −2となる場合や, X上の楕円曲線F に対しD ∼ mF (m ≥ 2)

となる場合にH1(X,D) ̸= 0となる.

6 定理1.2の証明
以下では基礎体 k の標数を 0と仮定する. 定理 1.2 (2)の証明の概略は以下の通りで
ある. D ≥ 0かつ D ̸= 0より, H0(S,−D) = 0. よって, 完全列 0 −→ A1(C, S)

p1−→
H0(C,NC/V ) −→ H1(S,−D) −→ 0 が存在する. 簡単な計算よりH1(S,−D) ≃ kかつ
H1(S,−D+E) = 0であることがわかる. 特に p1は全射でないので, p1の像に含まれない
ようなNC/V の大域切断 αが存在する. このとき次が成り立つ.

主張 6.1. α ̸∈ im p1ならば, obS(α) ̸= 0.

従ってαに対応するCの 1位無限小変形 C̃は, 如何なる 2位無限小変形 ˜̃Cにもリフトせ
ず, 命題 2.1により, HilbV が [C]において特異であることが従う. 主張 6.1の証明には, 極
付無限小変形 (定義 3.2)の議論を用いる. αの外成分 πC/S(α) ∈ H0(C,NS/V

∣∣
C
) (定義 3.1)

を, 可換図式

0 → H0(S,−D + E)
|E−−−→ H0(E,OE(−D + E))y y y

H0(S,NS/V ) → H0(S,NS/V (E))
|E−−−→ H0(E,NS/V (E)

∣∣
E
)y|C

y|C

y|C

H0(C,NS/V

∣∣
C
) → H0(C,NS/V (E)

∣∣
C
)

|E−−−→ k(C ∩ E)y y
H1(S,−D) ≃ k → H1(S,−D + E) = 0

上で追跡すれば, Eに沿って極を持つ Sの極付き無限小変形 β ∈ H0(S,NS/V (E))にリフ
トすることがわかる. βに対し定理 3.3を適用すれば, 最終的に obS(α) ̸= 0を得る.

定理 1.2 (3)の証明についても同様で, やはり Sの極付無限小変形を考察することによ
り, 定理 3.3を用いて証明される.

7 例と応用
定理 1.2と系 1.3を 4次曲面上の曲線に応用する. 前節までの設定で, V を P3, または非
特異 4次超曲面V4 ⊂ P4とし, Sを非特異 4次曲面S ⊂ P3,またはV4の非特異超平面切断と



する. 良く知られているように, SはK3曲面であり, Sが一般ならば, SのPicard群PicS

は Sの超平面切断類 h で生成され, Cは S上の完全交叉になる. V = P3の場合は, この
ときCは数値的Cohen-Macaulay曲線と呼ばれる良い曲線のクラスに属し, Ellingsrud [2]

の結果により, Cは障害を受けない (unobstructed). 障害を受ける曲線 (族)を構成するた
めには, Picard数が 2以上の 4次曲面を用いる.

例 7.1. 次の例において, W の閉包W は, (Hilbsc V )redの既約成分を成し, Hilbsc V はW

に沿って, 生成的に被約でない (generically non-reduced). 実際, W の生成点に [Cη]にお
いて, h0(C,NC/V ) = dimW + 1となる.

(1) V を非特異4次超曲面V4 ⊂ P4とし, EをV 上の円錐曲線でもって自明な法束NE/V ≃
O2

Eを持つもの, SをEを含む V の超平面切断でもって PicS = Zh⊕ ZEを満たす
ものとする (h ∼ OS(1)). このとき, S上の完備線形系 |2h + 2E|の一般元 C は, S

上の次数 12, 種数 13の非特異連結曲線を定める. このような曲線CはHilbsc V の既
約な 16次元局所閉部分集合W によりパラメータ付けられる.

(2) V = P3とし, F ⊂ P3を非特異 3次楕円曲線, S ⊂ P3を F を含む非特異 4次曲面と
する. このとき, S上の完備線形系 |4h + 2F | (h ∼ OS(1)) の一般元Cは, S上の次
数 22, 種数 57の非特異連結曲線を定める. このような曲線 C はHilbsc P3の既約な
90次元局所閉部分集合W によりパラメータ付けられる.

Picard数 2の非特異 4次曲面 Sとその上の非特異曲線Cの対 (C, S)の存在については,

次の結果が有名である.

命題 7.2 (森 [11]). (1) d > 0, g ≥ 0を整数とする. 非特異 4次曲面に含まれるような種
数 gの d次非特異曲線 C ⊂ P3が存在するためには, (i) g = d2/8 + 1, または (ii)

g < d2/8 かつ (d, g) ̸= (5, 3) が必要十分である.

(2) 非特異 4次曲面 S0 ⊂ P3 上に非特異曲線 C0 ⊂ S0 が存在すれば, 非特異 4次曲面
S1 ⊂ P3と, C0と同次同種数の非特異曲線C1 ⊂ S1が存在し, PicS1が超平面切断類
hとC1で生成される.

注意 7.3. Kleppe-Ottem [9]においても, 4次曲面上の空間曲線の変形が研究された. 特に,

非特異 4次曲面 S ⊂ P3でもって, (i) 直線Eを含み, かつ (ii) SのPicard数が 2に等しく,

(iii) PicS = Zh⊕ ZEを満たす (h ∼ OS(1))ものに対し, S上の非特異曲線Cの変形の障
害性が詳細に調べられている.

例 7.1 (1)において, n = 3, 4, . . . に対し完備線形系 |n(h + E)|の一般元 Cを考えれば,

例と同様に, Cは S上の非特異連結曲線となり, 次数は 6n, 種数は 3n2 + 1に等しい. Cを



含む S-極大族WnはHilbsc V4の生成的に被約でない既約成分となる (dimWn = 3n2 + 4).

以上により, 次の定理を得る.

定理 7.4. V4 ⊂ P4を非特異 4次超曲面とする. このとき, Hilbsc V4は可算無限個の生成的
に被約でない既約成分を含む.

佐藤栄一氏によって与えられた次の問題に対し, V = V4の場合の肯定的な解答が得ら
れた.

問題 7.5 (佐藤 2007). V が指数 1の非特異 3次元 Fano多様体のとき, Hilbsc V は生成的
に被約でない既約成分を含むか?

Fano指数が 2に等しい場合 (すなわち, del Pezzo 3-foldの場合)の同問題に対しては,

[16]において, 肯定的な解答が与えられている.

謝辞 都の西北代数幾何学シンポジウムを企画していただいた楫元先生と早稲田大学の
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