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1 序文

3次元射影空間内に埋め込まれた曲線を空間曲線と呼ぶ. 空間曲線の分類は古典的な問題であり,

19世紀の終わりには既に研究されていた ([6],[14]). [7]に書かれているように, 近年ではヒルベル

トスキームの存在によりその理論的側面は良く理解されているが, より特定の問題, 例えば次数 d,

種数 gの曲線をパラメータ付ける閉部分スキームの次元や既約性, 特異性に関しては, 多くの dと g

に対しまだ未解決のままである. 本報告では, 空間曲線の変形理論について知られている結果を整

理するとともに, 空間曲線のヒルベルトスキームの非被約成分に関するある予想 (Kleppe-Ellia予

想)に関する研究の進展について紹介する. 本報告では非特異連結空間曲線のヒルベルトスキーム

をHS
P3 , 次数 d, 種数 gの曲線からなるHS

P3の部分スキームをHS
d,gにより表す. (HS

P3 =
∏

d,g HS
d,g.)

2 空間曲線の変形

この節では空間曲線の変形に関する基本事項を復習するとともに, カップ積を用いた 1位無限

小変形に対する障害類の計算法について学ぶ. 空間曲線 C ⊂ P3 に対し, 法束 NC/P3 のコホモロ

ジー群H0(NC/P3)とH1(NC/P3)は, それぞれヒルベルトスキームHS
P3 の点 [C]における接空間

と障害空間になる. つまりCの 1位無限小変形 C̃ ⊂ P3 × Spec k[t]/(t2)全体とH0(NC/P3)の間に

自然な 1対 1対応が存在する. 接空間と障害空間のベクトル空間としての次元の差はオイラー数

χ(NC/P3) = 4d (ただし dは曲線の次数)に等しい. この数はHS
P3 の期待次元と呼ばれ, 一般に不

等式

χ(NC/P3) ≤ dim[C] H
S
P3 ≤ h0(NC/P3)

が成り立つ. H1(NC/P3) = 0 のときは, HS
P3 は点 [C]において非特異かつ期待次元 4d をもつ.

H1(NC/P3) 6= 0のときは, 一般に C の 1位無限小変形は大域的な変形にリフトしない. 後に述べ

るが, コホモロジーのカップ積による障害類の計算が有効なのは, この場合である.
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4変数の次数付多項式環 S = k[x, y, z, w]を P3の斉次座標環とし, 空間曲線 C のイデアル層を

IC で表す. C に対し S上の次数付き加群

MC = H1
∗ (IC) =

⊕
l≥0

H1(IC(l))

はCのHartshorne-Rao加群と呼ばれる. MC = 0のときCは数値的にCohen-Macaulay (arith-

metically Cohen-Macaulay, ACMと略す) であると云う. C が ACM であることと, C が射影

的正規 (projectively normal)である, すなわちすべての整数 lに対し, コホモロジーの制限写像

H0(P3,OP3(l)) → H0(C,OC(l))が全射になることは同値である. ヒルベルトスキームHS
P3 が対

応する点 [C]において非特異であるとき, Cは障害を受けない (unobstructed)と云い, そうでな

いとき, すなわち特異であるとき, C は障害を受ける (obstructed)と云う. 全ての ACM曲線は

unobstructedであり, 次が知られている.

定理 2.1 (Ellingsrud [3]). ACM曲線の全体はHS
P3 の非特異開部分スキーム U をなす.

さらにイデアル層 IC の resolutionのタイプが固定されれば, U は既約になり dimU は IC の
Betti数から計算できる (詳細は [3]を参照).

3 カップ積と障害類

H1(NC/P3) 6= 0であっても, 空間曲線C ⊂ P3は obstructedとは限らない. 一般的にCの障害性

を示すことは難しいが, 次に紹介するカップ積の計算を用いて示せる場合がある. 以下ではCの 1

位無限小変形 C̃とHom(IC ,OC) ' H0(NC/P3)の元 ϕを同一視する. 短完全列 0→ IC → OP3 →
OC → 0の拡大類を e ∈ Ext1(OC , IC)で表せば, C̃ が 2位変形に持ち上がるためには, カップ積

ϕ∪e∪ϕ が零になることが必要十分である. このカップ積を障害類とよび ob(ϕ)で表す. 一般にこ

の障害類 (カップ積)を計算することは難しいが, Walter [15]は次の可換図式を用いた計算方法を

提示した. 以下の図においてH i
∗(F) (i = 0, 1, 2, · · · )は次数付 S-加群

⊕
l∈Z H i

∗(P3,F(l))を表す.

Hom(IC ,OC) × Hom(IC ,OC) → Ext1(IC ,OC)

↓ ↓ ↓
Hom0(H0

∗ (IC), H0
∗ (OC)) × Hom0(H1

∗ (IC),H1
∗ (OC)) → Hom0(H0

∗ (IC),H1
∗ (OC)),

(ϕ,ϕ) 7→ ϕ ∪ e ∪ ϕ

↓ ↓
(ϕ, ϕ) 7→ ϕ ∪ e ∪ ϕ

最後のカップ積 ϕ ∪ e ∪ ϕ は, 短完全列 [0 → IC → OP3 → OC → 0] ⊗OP3(l) より定まる余境界

写像 δを間に挟んだ ϕの自身との合成写像,⊕
l∈Z

[
H0(IC(l))

ϕ−→ H0(OC(l)) δ−→ H1(IC(l))
ϕ−→ H1(OC(l))

]



に等しい. カップ積 ϕ ∪ e ∪ ϕ の代わりに ϕ ∪ e ∪ ϕ を計算するひとつの理由は, その計算のし

易さにある. C の斉次イデアル IC = H0
∗ (IC), 斉次座標環 RC = H0

∗ (OC), Hartshorne-Rao加

群MC = H1
∗ (IC)の適当な l次成分において ϕや δ を計算し, カップ積 ϕ ∪ e ∪ ϕ 6= 0 (従って

ob(ϕ) 6= 0を)を示す. 論文 [4], [10], [9]では, この方法により空間曲線の変形障害が計算された.

空間曲線 C ⊂ P3の斉次イデアル IC の解消

0 −→
⊕

S(−i)β3,i −→
⊕

S(−i)β2,i −→
⊕

S(−i)β1,i −→ IC −→ 0

が与えられたとき, 次の事実が知られている.

定理 3.1 (Kleppe[9]). C のHartshorne-Rao加群MC が, ある自然数mに対し

(MC)m 6= 0 かつ (MC)l = 0 (l 6= m) (3.1)

を満たすと仮定する. このとき, C が obstructedとなる為の必要十分条件は

β1,m · β2,m+4 6= 0, または β1,m+4 · β2,m+4 6= 0, または β1,m · β2,m 6= 0

である.

定理の仮定 (3.1)はCがBuchsbaumであることを意味する. 一般に曲線Cが Buchsbaumであ

るとは, 無縁イデアルと Rao加群との積が零になる, すなわち (x, y, z, w) ·MC = 0であることを

云い, Buchsbaum曲線はACM曲線に近い性質を持つ曲線として知られている. 空間曲線 C が of

maximal rankであるとは, 任意の整数 lに対し制限写像H0(P3,OP3(l)) → H0(C,OC(l))が全射

または単射であることを云い, maximal rank curveは空間曲線の一つの良いクラスである. 次の

例 (例 3.2)は Sernesiの問「maximal rank curve C は全て unobstructedか？」に対する否定的な

解答を与えるために構成された. すなわちmaximal rankかつ obstructedな曲線が存在する.

例 3.2 (Bolondi-Kleppe-Miró-Roig [1], Walter [15]). 次数 33, 種数 117の曲線 C で次のタイプの

解消を持つものが存在する:

0 −→ S(−9) −→ S(−10)2 ⊕ S(−9)⊕ S(−8)4 −→ S(−9)⊕ S(−8)⊕ S(−7)5 −→ IC −→ 0.

このときMC = (MC)5 ' kおよび β1,9 · β2,9 = β1,5+4 · β2,5+4 = 1 · 1 = 1 6= 0 が成り立つ. 従って

定理 3.1により, C は obstructedである.

4 3-fold上の曲線の1位無限小変形に対する障害性判定法

論文 [11]では, 曲線Cを含む多様体を 3次元射影空間 P3から一般の非特異 3次元射影多様体 V

に一般化し, Cと V の間の中間曲面 S (C ⊂ S ⊂ V )と S上の第一種例外曲線Eを用いて, Cの V

内における変形障害が研究された. 特に Cの V 内のおける 1位無限小変形が障害を受ける為のひ

とつの十分条件 (障害性判定法)が与えられた. この節ではその障害性判定法の概略について紹介

する.



C の V 内における 1位無限小変形 C̃ は, 空間曲線のときと同様に法束 NC/V の大域切断 α ∈
H0(NC/V )と, C̃が 2位変形にリフトする為の障害 ob(α) ∈ H1(NC/V )を定める. 法束の自然な射影

πC/S : NC/V → NS/V

∣∣
C
はコホモロジー群の写像H i(πC/S) : H i(NC/V )→ H i(NS/V

∣∣
C
) (i = 0, 1)

を誘導する. この写像による αと ob(α)の像を, それぞれの外成分 (exterior component)と呼

び, それぞれ記号 πC/S(α)と obS(α)で表す [11, 定理 2.2]では, 外成分と S上の第一種例外曲線E

を用いて, ob(α) 6= 0が示された.

以下に定理の仮定を説明する. αの外成分 πC/S(α) ∈ H0(C, NS/V

∣∣
C
)が NS/V の大域切断に

はリフトしないが, E に極を許した NS/V (E)の大域切断 v にリフトすると仮定する. すなわち

πC/S(α) = v
∣∣
C
∈ H0(NS/V (E)

∣∣
C
). さらに vを Eに制限した切断 v

∣∣
E
∈ H0(E,NS/V (E)

∣∣
E
)が写

像 πE/S(E) : H0(E, NF/V (E)) −→ H0(E, NS/V (E)
∣∣
E
) の像に含まれないと仮定する. 仮定が複

雑なので, 次の図式を使って αと vの関係を理解して頂きたい.

H0(C, NC/V ) 3 α H0(E, NE/V (E))yπC/S

y yπE/S(E)

H0(C, NS/V

∣∣
C
) 3 v

∣∣
C

制限←−[ v
制限7−→ v

∣∣
E
∈ H0(E, NS/V (E)

∣∣
E
)∩

3

H0(C, NS/V (E)
∣∣
C
) res←− H0(S, NS/V (E))

図 1: αと vの間の関係

このとき次が成り立つ.

定理 4.1 ([11, 定理 2.2]). 次の条件が満たされるとき, αの障害類 ob(α)の外成分 obS(α)はゼロ

でない：

(a) (∆ · E)S = 0, ただし∆ := C − 2E + KV

∣∣
S
は S上の因子;

(b) 制限写像H0(S, ∆)→ H0(E, ∆
∣∣
E
)

(a)
' H0(E,OE) ' k が全射的.

つまり α ∈ H0(NC/V ) に対応する C の 1位無限小変形 C̃ は 2位変形にリフトしない.

上の定理において曲線 E が既約であることは, あまり本質的でない. E が複数の第一種例外曲

線Ei (i = 1, 2, . . . , m) の非交差和 (disjoint union)のときも, 同様の定理が成り立つ. これを使う

事により, 3次曲面 S3 ⊂ P3 (P2の 6点爆発BlP1,...,P6 P2 と同型)に含まれる空間曲線C ⊂ P3 の変

形障害を計算し, C が obstructedであることを示す事ができる (§6参照).

5 Kleppe-Ellia予想

空間曲線の中でも特に 3次曲面に含まれる空間曲線に関しては多くの研究がある (例えば [5],[8],

[2],[13]など). その中でも特に非特異 3次曲面に含まれる曲線に関しては, この曲面の豊かな性質

の助けを借りて詳しい研究がされている. そこで次のような問題を考えてみたい.



問題 5.1. 非特異空間曲線のヒルベルトスキームHS
P3 の既約成分のうち, その一般元が非特異 3次

曲面に含まれるものを (3次曲面の因子類から定まる 7整数の組 (a; b1, b2, . . . , b6) を用いて)全て

分類せよ.

この問題は古くはKleppe [8]により研究された. 次数 d, 種数 gの曲線をパラメータづけるHS
P3

の部分スキームをHS
d,g で表す. W をHS

d,g の既約閉部分集合であり, なおかつその一般元 C が非

特異 3次曲面に含まれるようなもののうちで極大と仮定する. すなわちもしW ( V なるHS
d,g の

既約閉部分集合 V が存在すれば, V の一般元は 3次曲面に含まれないと仮定する. 次のKleppeの

予想を証明すれば, 上の問題に対する解答が得られる：

予想 5.2 (Kleppe [8, Conjecture 4]). d > 9と g ≥ 3d− 18を 2つの整数, W ⊂ HS
d,g と C を上の

ように定義する. このとき次が成り立つ.

(1) W は (HS
d,g)redの既約成分である.

(2) HS
d,g はW に沿って生成的に非特異 ⇐⇒ H1(P3, IC(3)) = 0.

もしW がHS
d,gの既約成分であれば, g ≥ 3d− 18であることがすぐわかる (注意 6.2 (3)を参照).

Ellia [2]はW の一般元 Cが線形正規 (⇔ H1(P3, IC(1)) = 0)でないとき予想の結論 (1)が正しく

ない事を指摘し, 予想の対象を線形正規な曲線Cに制限する事を提言した. 予想 5.2は次の場合に

正しい事が示されたが, 予想全体はまだ未解決である.

[i] d ≤ 17かつ g > −1 + (d2 − 4)/8 (Kleppe [8]);

[ii] d ≥ 18かつ g > 7 + (d− 2)2/8 (Kleppe [8]);

[iii] d ≥ 38かつ g > (d2 − 4d + 8)/8 (Ellia [2]);

[iv] d ≥ 21, g > G(d, 5), さらに C が線形正規 (Ellia [2]);

[v] h1(P3, IC(3)) = 1 (Nasu [13]).

ここでG(d, 5)はどんな 4次曲面にも含まれないような d次空間曲線の最大種数を表す.

近年の空間曲線や 3次元多様体上の曲線の変形障害に関する研究の進展により, 次の結果が得ら

れたので報告する.

定理 5.3. H1(P3, IC(l)) = 0 (l = 1, 2)のとき, 予想 5.2は正しい.

線形正規の定義と同様に, 空間曲線 C ⊂ P3がH1(P3, IC(2)) = 0を満たすとき, C は 2次正規

である (quadratically normal)と定義すれば, つまり予想が線形正規かつ 2次正規の場合に正

しい事がわかった.

C を予想 5.2における一般の曲線とする. C が 2次正規であることは, 3次曲面上の直線との交

点数を用いて次のように言い代えることが出来る. 次数に関する仮定 d > 9により, Cを含む 3次

曲面 Sは唯一に定まる. 次節 (§6)で述べるが, Cが線形正規かつ 2次正規であることと, S上の全

ての直線Eに対し C · E ≥ 2が成り立つ事は同値である.



6 3次曲面に含まれる空間曲線の族

予想 5.2や定理 5.3について良く理解する為にまず, 非特異 3次曲面 S上の曲線の基本事項をお

さらいする. よく知られているように, Sは P2の一般の 6点における爆発と同型である (6点は円

錐曲線に含まれず, どの 3点も同一直線上に無い). 6個の例外曲線 ei (1 ≤ i ≤ 6)と P2の直線の引

き戻し lは Sのピカール群 PicS ' Z7 の自由 Z-基底をなす. 与えられた S上の因子Dに対し, 因

子類D = al −
∑6

i=1 bieiの座標として, 7整数の組 (a; b1, . . . , b6)を得る. このとき E6型ルート系

に付随するWeyl群W (E6)がPicS上に次のように作用する. ここでW (E6)は ei (1 ≤ i ≤ 6)の置

換と, もうひとつの特別なCremona元 σにより生成される. Cremona元は P2のCremona変換に

より引き起こされる PicSの自己同型であり, 定義は σ(l) = 2l− e1 − e2 − e3, σ(e1) = l− e2 − e3,

σ(e2) = l− e1 − e3, σ(e3) = l− e1 − e2, σ(ei) = ei (i 6∈ {1, 2, 3}) で与えられる. W (E6)の各元は

PicSの基底変換を誘導する. このWeyl群と基底変換のおかげで, S上の与えられた因子Dに対

し, P2の適当な爆発 S → P2が存在し,

b1 ≥ · · · ≥ b6 かつ a ≥ b1 + b2 + b3 (6.1)

が満たされる. 不等式 (6.1)が成り立つとき, Pic S の基底 {l, e1, . . . , e6}はDに対し標準 (stan-

dard)であるという. この標準基底に対し, S上の完備線形系 |D|が 2次以上の非特異曲線Cをメ

ンバーに持つ為の必要十分条件は, a > b1かつ b6 ≥ 0と表される. さらに C の次数 dと種数 gは,

それぞれ

d = 3a−
6∑

i=1

bi, g =
(

a− 1
2

)
−

6∑
i=1

(
bi

2

)
. (6.2)

のように計算される.

逆に与えられた一対の整数の組 (d, g) (d > 2)と式 (6.1), (6.2), a > b1, b6 ≥ 0 を満たす 7整数

の組 (a; b1, . . . , b6)に対し, ヒルベルトスキームHS
d,g の閉部分集合W(a;b1,...,b6)を次で定義する：

定義 6.1.

W(a;b1,...,b6) :=
{

C ∈ HS
d,g

∣∣∣∣C はある非特異 3次曲面 Sに含まれ
S上で C ∼ al −

∑6
i=1 bieiとなる

}−

をHS
d,gの 3-極大集合 (3-maximal subset)とよぶ. ここで {}−は {}のHS

d,g内における閉包を表す.

注意 6.2. d > 9を仮定し, W = W(a;b1,...,b6)をHS
d,g を 3-極大集合とする. このときその構成から

次がわかる：

(1) W は |OP3(3)| ' P19 上の Pd+g−1-束に双有理同値である (ただし d + g − 1 = dim |OS(C)|).
特にW は既約であり, 次元は d + g + 18に等しい.

(2) W は一般元が非特異 3次曲面に含まれるようなHS
d,gの既約閉部分集合のうちで極大である.

つまりもしW ′ % W を満たすHS
d,g の既約閉部分集合W ′が存在すれば, W ′の一般元 C ′は

どんな 3次曲面にも含まれない



(3) ヒルベルトスキームHS
d,g の既約成分の次元は χ(NC/P3) = 4d以上であることが知られてい

る. よってもしW がHS
d,g の既約成分であれば, (1)より g ≥ 3d− 18が成り立つ.

以下では d > 9と g ≥ 3d− 18を仮定する. W ⊂ HS
d,gを 3-極大集合とし, CをW の一般元とす

る. §2で述べたように, コホモロジー群H0(C, NC/P3)はヒルベルトスキームの点 [C]における接

空間を表し, 次元に関する次の不等式が成り立つ：

dimW ≤ dim[C] H
S
d,g ≤ h0(C, NC/P3). (6.3)

この不等式により, 以下の補題を得る.

補題 6.3. (1) HS
d,g は [C]において非特異 ⇐⇒ dim[C] H

S
d,g = h0(C,NC/P3).

(2) W は (HS
d,g)redの規約成分である ⇐⇒ dimW = dim[C] H

S
d,g.

さらに簡単な計算により

h0(C, NC/P3)− dimW = h1(P3, IC(3)). (6.4)

を示すことができる. したがってH1(P3, IC(3)) = 0ならば,

dimW = dim[C] H
S
d,g = h0(C,NC/P3)

が得られ, 補題 6.3より予想 5.2の結論を得る. 予想が自明でないのは H1(IC(3)) 6= 0のときで

ある.

次にコホモロジー群H1(P3, IC(3))の次元をCの PicS ' Z⊕7における座標 (a; b1, . . . , b6)を用

いて計算する. この次元は C を含む非特異 3次曲面上の直線の幾何と深く関連している. まず最

初にMumfordの有名な例 (ヒルベルトスキームHS
14,24の生成的に被約でない既約成分の例)につ

いて思い出そう.

例 6.4 (Mumford [12]). S ⊂ P3を非特異 3次曲面とし, hをSの超平面切断類, EをS上の直線とす

る. このときS上の完備線形系 |4h+2E|の一般元Cは, 次数 14, 種数 24の非特異連結曲線となる.

PicS ' Z⊕7におけるhの座標は (3; 1, 1, 1, 1, 1, 1)に等しいから, Cの座標は (12; 4, 4, 4, 4, 4, 2)に等

しい. 注意 6.2 (1)により 3-極大集合W(12;4,4,4,4,4,2)の次元はd+g+18 = 14+24+18 = 56に等しい

が, 一方ヒルベルトスキームの接空間の次元は完全列 0→ NC/S → NC/P3 → NS/P3

∣∣
C
→ 0 を用い

て h0(NC/P3) = h0(NC/S)+h0(NS/P3

∣∣
C
) = 37+20 = 57 に等しい. したがって h1(P3, IC(3)) = 1

と結論づけられる. ここで S上の完備線形系 Λ3 := |C − 3h|を考えれば,

Λ3 := |4h + 2E − 3h| = |h + 2E| = |h + E|+ E

と分解し, |h + E|は固定点自由 (base point free)となり, E は Λ3の固定因子 (fixed component)

となる. よって h0(OE) = h1(IC(3)) = 1が成り立つ.



より一般に線形系 Λ3 := |C − 3h|が (固定点)自由ならば, h1(P3, IC(3)) = 0が成り立ち, 逆に

自由でなければ Λ3は零でない固定因子 (fixed component) F を持つ. F は一般に S上の (必ずし

も被約でない)直線の非交差和になり, h1(P3, IC(3)) = h0(F,OF ) が成り立つ. より正確には次の

補題が成り立つ.

補題 6.5. Λ3の固定部分を F とすると,

F =
∑

lines E on S s.t.
(C − 3h · E) < 0

−(C − 3h · E) E =
∑

lines E on S s.t.
(C · E) < 3

(3− (C · E)) E

かつ h1(P3, IC(3)) = h0(F,OF ) が成り立つ.

{l, e1, . . . , e6} をC に対するPicSの標準基底とし, この基底の下でCの座標を (a; b1, . . . , b6)と

する. すなわち S上でC ∼ al−
∑6

i=1 bieiが成り立つと仮定する. 固定部分 F の台が直線 e6に集

中している場合の h1(IC(3))の値を表 1に記す.

Cases (a; b1, . . . , b6) F = BsΛ3 h1(P3, IC(3))

[0] b6 ≥ 3 F = ∅ 0

[I] b6 = 2, b5 ≥ 3 e6 1

[II] b6 = 1, b5 ≥ 3 2e6 3

[III] b6 = 0, b5 ≥ 3 3e6 6

表 1: 固定部分 F と h1(P3, IC(3))の値

表からすぐにわかるように, 例えば

• F = e5 + e6 =⇒ h1(P3, IC(3)) = 1 + 1 = 2,

• F = e5 + 2e6 =⇒ h1(P3, IC(3)) = 1 + 3 = 4

のように, h1(P3, IC(3))の値が求まる. C に対する Pic S の標準基底のもとでH1(IC(3)) = 0が

b6 ≥ 3と同値であるように, H1(IC(l)) = 0 (l = 1, 2)はそれぞれ b6 ≥ l (l = 1, 2) と同値である.

つまりCが 2次正規 (quadratically normal)であるためには, F が S上の 2重直線 2E (Eは直線)

や 3重直線 3Eを含まないことが必要十分である. このとき, m = h1(IC(3))本の S上の非交差直

線Ei (1 ≤ i ≤ m)が存在し,

F = E1 + E2 + · · ·+ Em (6.5)

となる. 3次曲面上の互いに交わらない直線は 6本以下であることから, 特にm ≤ 6を得る.

7 定理5.3の証明の概略

この節では定理 5.3の証明の概略を簡単に述べる. W ⊂ HS
d,gを定理の仮定を満たす 3-極大集合

とし, CをW の一般元, SをCを含む非特異 3次曲面とする. もしH1(IC(3)) = 0ならば, 何も証



明する事はない. したがってH1(IC(3)) 6= 0を仮定しよう. このとき (6.4)により, ヒルベルトス

キームHS
d,gの [C]における接空間H0(NC/P3)の次元は, W の次元より真に大きい. W が (HS

d,g)red

の既約成分であることを示すには, 補題 6.3 (1)により dim[C] H
S
d,g = dimW を示せば十分である.

すると同じ補題の (2)によりHS
d,gは [C]において特異になることがわかり, CはW の中で一般で

あることから, HS
d,g はW 上至るところ被約でないことがわかる.

補題6.5により, S上の線形系Λ3 = |C−3h|は零でない固定成分Fを持ち, h0(OF ) = h1(IC(3)) =:

m ( 6= 0)が成り立つ. C は 2次正規であるから, F はm本の被約直線 Ei (1 ≤ i ≤ m) の非交差

和となる (式 (6.5)を参照). ここで障害性判定定理 (定理 4.1)を F に対して適用し, ヒルベルトス

キームHS
d,gの [C]におけるスキーム次元が接空間の次元 h0(NC/P3)からちょうどmだけ落ちる事

が証明できる. 実際W の接空間 tW に含まれない, すべての接ベクトル α ∈ H0(NC/P3) \ tW に対

し, 障害 ob(α)がH1(NC/P3)の元として零で無い事が示せる. よって dim[C] H
S
d,g = dim W .

8 予想の完全解決に向けて

様々な部分的な証明は得られたが, 予想 5.2の全体の証明は未解決のままである. 定理 5.3の証

明では, W の一般元Cの 2次正規性 (すなわちH1(IC(2)) = 0)を仮定して証明した. Elliaの反例

により, W の一般元 C が線形正規でなければ, 予想 5.2の結論は正しくないことが知られている.

したがって予想の完全解決のためには, 線形正規であり, かつ 2次正規でないような曲線Cに対し

ても, 予想の結論を示す必要がある. このとき補題 6.5における固定成分 F は 6本以下の直線 Ei

(1 ≤ i ≤ m ≤ 6)を用いて, 一般的に次の形で与えられる：

F = E1 + · · ·+ Ej + 2Ej+1 + · · ·+ 2Em (1 ≤ j ≤ m).

したがって F は 2重直線を含み, 予想 5.2の証明が複雑になる. 2重直線が含まれる場合には, 障

害性判定定理 (定理 4.1)を適用できないのみならず, 障害を受ける事が期待される一部の 1位無限

小変形が 2位変形までリフトすることが分かっており, この事実が無限小変形とその障害類の計算

という方法を用いた予想の証明を困難にしている.
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