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Abstract: 一般の種数 5曲線Xから一般の cubic 3-fold V ⊂ P4 への次数 8の射をパラメーター

づけるHom scheme Hom8(X,V )は生成的に被約でない期待次元 (=4)の既約成分をもつ.

§0 Introduction

Mumford[7]はP3内の非特異連結曲線のHilbert schemeが生成的に被約でない既約成分

を持つことを示した. 本稿ではMumfordの例をmodify, そして技術的には simplifyして,

３次元 Fano多様体のHom schemeの一例として cubic 3-fold の Hom schemeの既約成分

を (ひとつ)具体的に記述し, それが生成的に被約でないことを示す．なお本報告の内容は

向井茂氏との間の共同研究の結果として得られた. 本稿では結果のおおまかな解説にとど

めるので証明等の詳細については [5]を参照されたい.

射影多様体XとV を固定したとき,それらの間の射f : X → V の全体には, Hilb(X×V )

の subschemeとして自然な schemeの構造が入る. これをHom schemeと呼びHom(X,V )

で表す. V の射影埋め込み V ↪→ Pn(より一般に偏極) を固定したとき, 次数 dの射全体は

openかつ closedな subschemeをなす. これを Homd(X,V )で表す. 以下X,V は非特異と

しXを曲線とする. 良く知られているように, 点 [f ]におけるHom(X,V )の Zariski接空

間はH0(X, f ∗TV )と同型であり,

deg f ∗(−KV ) + n(1 − g) ≤ dim[f ] Hom(X,V ) ≤ dim H0(X, f ∗TV ), (1)

が成立する (ここで n = dim V , g は X の種数, TV は V の接束を表す). ここでの下限

(= χ(f ∗TV ))はHom schemeの期待次元と呼ばれる.

曲線からのHom schemeは森理論やGromov-Witten不変量の研究などにおいて中心的

な役割を果たすがその具体例 (特に非有理曲線からのHom scheme)についてはあまり知ら
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れていない. ここではモジュライ的に一般な多様体 V と非有理曲線Xに対しHom(X,V )

に生成的に被約でない既約成分が現れることを示す.

定理 1. Xを種数 5の一般の曲線, V3を一般の cubic 3-foldまたは Fermat型 cubic 3-fold

V Fermat
3 : x3

0 + x3
1 + x3

2 + x3
3 + x3

4 = 0 ⊂ P4

とする. このときHom8(X,V3)は生成的に被約でない 4次元既約成分 T をもつ.

注意 2. (1) T の次元 4はOV (−KV3) ' OV3(2)より期待次元 2d + 3(1− g)に等しい. 一

方, T の一般点 [f ]におけるHom8(X,V3)の接空間の次元は h0(f ∗TV3) = 5である.

(2) Hom schemeの生成的に被約でない既約成分の例は, これまで特別な 3次元 Fano多

様体 V のHom scheme Hom1(P1, V )(次元は 4)に対してしか知られていなかった (→

§3.3).

(3) Mumford[7]は P3内の非特異連結曲線のHilbert scheme HilbS P3が生成的に被約で

ない 56次元既約成分を持つことを示し pathologyと呼んだ (→ §3.2). 近年の研究に

よって非被約成分はHilbert schemeに頻繁に現れることが明らかになり, 現在では

pathologyと呼べるかどうかわからない. しかし非被約成分がいつ現れるのかはあま

り明らかでなくその原因の理解に向けての取組みが今回の研究の動機となった.

X の V3 への次数 8の埋め込みは 2種類ある. 線形正規な埋め込みに対応する点では

Hom(X,V3)は非特異 4次元である. 既約成分 T の一般元 f は線形正規でない埋め込みで

ある. このとき線形包 〈f(X)〉は P3で, 次の可換図式を得る.

一般点からの射影

P4 ⊃ X V3 ⊂ P4y y' ∪
x

P3 ⊃ f(X) ↪→ H ∩ V3 ⊂ H ' P3

定理 1の証明は次のように進む. まず非特異な cubic 3-fold V3 ⊂ P4 のHilbert scheme

の非被約既約成分 W̃ を構成する (§1). 次に W̃ から種数 5の曲線のモジュライ空間M5

への射 ϕ : W̃ → M5(分類射)の支配性を示す (§2). その一般ファイバーは Hom scheme

Hom(X,V3)の既約成分 T と双有理同値であるので, M5の非特異性から定理 1が従う. §3
ではHilbert schemeやHom schemeの他の非被約既約成分について解説する. 以下標数 0

の代数的閉体 k上で考える.

Notation 3. 本稿では代数多様体 V 内の非特異連結曲線のHilbert schemeをHilbS V で

表す. また次数 d種数 gの曲線全体のなす subschemeをHilbS
d,g V で表す.



§1 Hilbert schemeの非被約成分

この節では非特異な cubic 3-fold V3 ⊂ P4に対し, Hilbert scheme HilbS
8,5 V3が生成的に

被約でない 16次元既約成分をもつことを示す.

S3 = V3 ∩ H を V3 ⊂ P4の非特異超平面切断, E を S3上の直線とする. 組 (S3, E)は

Fano曲面G ⊂ G(1, P4)上の P2-束の開集合 P でパラメータづけられる. S3上の完備線型

系Λ := | − 2KS3 + 2E|を考える. このときΛは S3からEを blow-downした曲面 F 上の

線型系 | − 2KF | ' P12の引き戻しになる. Λは固定点自由でありΛの一般元Cは種数 5の

非特異連結曲線となる. そのような曲線Cは P 上の P12-束の開集合W でパラメータづけ

られる. よって次の図式を得る

{(S3, C)|C ∈ | − 2KS3 + 2E|} = W 16 ↪→ HilbS V3yP12-bundle

{(S3, E)|E ⊂ S3} = P 4yP2-bundle

{E ⊂ V3} = G2.

族W の小平-Spencer写像

κ[C] : tW,[C] −→ H0(C,NC/V3) (2)

は各点 [C] ∈ W において単射であり, 分類写像W → HilbS V3 は埋め込みになる. 以下で

はW を HilbS V3の subschemeとみなす. 法束の完全列

0 −→ NC/S3︸ ︷︷ ︸
∼=OC(2KC)

−→ NC/V3 −→ NS3/V3

∣∣
C︸ ︷︷ ︸

∼=OC(KC)

−→ 0 (3)

を考えよう. ここで HilbS V3 の接空間 H0(C,NC/V3)の次元が h0(NC/V3) = h0(2KC) +

h0(KC) = 12 + 5 = 17であることに注意する. より正確に述べると κ[C]の余核は制限写像

H0(S3, NS3/V3) → H0(C,NS3/V3

∣∣
C
)と同型になる. 従って a prioriには次の 2つの可能性が

ある:

(A) W のZariski閉包W は (HilbS V3)redの既約成分であり, HilbS V3はW に沿って特異;

(B) W を真に含むHilbS V3の既約成分Zが存在し, HilbS V3はW に沿って非特異.

我々は (B)ではなく (A)になることを示す.

定理 4. W の Zariski閉包W は (HilbS V3)redの 16次元既約成分であり, HilbS V3はW に

沿って被約でない.

証明には [7]と同様の背理法による手法も有効であるが, ここでは [8],[2]流に Hilbert

schemeの無限小解析 (変形の障害性)を用いて示す.



Hilbert schemeの無限小解析 Cを代数多様体 V 内の曲線とする. C ↪→ V の 1位無限

小変形とは closed subscheme C̃ ⊂ V ×Spec k[t]/(t2)でSpec k[t]/(t2)上flatかつ C̃×k = C

を満たすものをいう. Cの 1位無限小変形全体はH0(NC/V )でパラメータづけられHilbert

scheme HilbS V の点 [C]における接空間と同型になる. HilbS V が点 [C]で非特異なら

ば, 任意の α ∈ H0(NC/V )と任意の整数 n ≥ 3に対し, 対応する 1位無限小変形 Cα は

Spec k[t]/(tn)上の変形にリフトする.

命題 5. Cを非特異な cubic 3-fold V3内の非特異曲線とする. さらに Cは V3の非特異超

平面切断 S3に含まれ, ある直線E ⊂ S3に対しC ∼ −2KS3 + 2Eと仮定する. もしNE/V3

が自明であれば, α ∈ H0(C,NC/V3) \ im κ[C] (cf. (2))に対し C の 1位無限小変形 Cαは

Spec k[t]/(t3) 上の変形にリフトしない.

Fact 6 (Iskovskih[4]). 非特異な cubic 3-fold V3 ⊂ P4上の直線Eは法束NE/V3により 2種

類に分かれ各々good line, bad lineと呼ばれる:

(a) NE/V3 ' OP1
⊕2 (good line);

(b) NE/V3 ' OP1(−1) ⊕OP1(1) (bad line).

一般の直線Eは goodであり, bad line全体はFano曲面内の曲線でパラメータづけられる.

命題 5と Fact 6から定理 4は次のように従う.

定理 4の証明 既約集合W の一般元をCとすれば, 次元の不等式

dim W ≤ dim[C] HilbS V3 ≤ h0(C,NC/V3) (4)

が成立する. ここで Fact 6を用いるとCの一般性からE := 1/2(C +2KS)は goodである.

従って命題5よりCはSpec k[t]/(t3)上に伸びない1位無限小変形を持ち, dim[C] HilbS V3 <

h0(C,NC/V3)が成り立つ. ここで (4)において両端の次元の差が 1 であることに着目すれ

ば dim W = dim[C] HilbS V3を得る. 従ってW は (HilbS V3)redの既約成分をなす. HilbS V3

はW の一般の点で特異であるので, W に沿って被約でない.

命題 5は次のカップ積による判定法を用いて示される. より正確には α ∈ H0(NC/V3) \
im κ[C]に対し障害類 (カップ積) ob(α)の非零を示す.

補題 7. Cを非特異多様体V 内の非特異連結曲線としα ∈ H0(NC/V ) ' Hom(IC/V ,OC)を

法束NC/V の大域切断とする. αに対応するCの 1位無限小変形 C̃ ⊂ V ×Spec k[t]/(t2)が

Spec k[t]/(t3)上の変形にリフトする為には次のカップ積が消えることが必要十分である:

ob(α) := α ∪ e ∪ α ∈ Ext1(IC/V ,OC).

ただし e ∈ Ext1(OC , IC/V )は自然な完全列 0 → IC/V → OV → OC → 0 の拡大類とする.



実際の ob(α)の計算, 及びその非零の証明はここでは省略する.

さて上述の HilbS V3の非被約既約成分の構成において, 鍵となったのは V3内の非特異

曲線の族W で構成元の各々が非特異超平面切断 S3 (つまり非特異 3次曲面)に含まれる

ものであった. W の一般元 [C]における小平-Spencer写像 κ[C]の余核が 1次元あり, 曲

線 C の 1位無限小変形で障害を受けるものに対応した. 実はこの余核はコホモロジー群

H1(V3, IC/V3(1))に同型であることがわかる. このような族W ⊂ HilbS V3をより組織的に

調べることにより次の定理を得る.

定理 8. 整数 d > 5と g ≥ d− 3に対しW はHilbS
d,g V3の既約閉部分集合であり, その一般

元Cが非特異超平面切断に含まれるとする. さらにW はそのような集合の中で極大と仮

定する. このとき次が成り立つ:

(1) もしH1(V3, IC/V3(1))の次元 ρが 0または 1であればW は (HilbS V3)redの d + g + 3

次元既約成分である;

(2) さらにρ = 0ならばHilbS V3はWに沿って生成的に被約であり, ρ = 1ならばHilbS V3

はW に沿って生成的に被約でない.

定理 8を適用した具体例を少し挙げよう. 良く知られているように非特異 3次曲面S3 ⊂
P3はP2の適当な 6点 blow-upと同型である. S3上の曲線に対しその因子類∈ Pic S3 ' Z7

を対応させることにより整数の 7つ組 (a; b1, . . . , b6)が定まる. このような 7つ組はWeyl

群W (E6)の対称性を除いて唯一に決まる.

定義 9. V3を非特異な cubic 3-foldとする. 与えられた整数の 7つ組 (a; b1, . . . , b6)に対し一

般元が V3の非特異超平面切断 S3に含まれるような既約閉部分集合W(a;b1,...,b6) ⊂ HilbS V3

を次で定義する

W(a;b1,...,b6) :=
{
C ∈ HilbS V3 | C ⊂ ∃S3 : smooth cubic, C ∈ |OS(a : b1, . . . , b6)|

}−
.

ただし −はHilbS V3内での閉包を表す.

例 10. λ ∈ Z≥0に対し既約閉部分集合W を

W =W(λ+6;λ+1,1,1,1,1,0) ⊂ HilbS
d,2d−16 V3 (d = 2λ + 13) 又は

W =W(λ+6;λ+2,1,1,1,1,0) ⊂ HilbS
d, 3

2
d−9 V3 (d = 2λ + 12)

とする. このときW の一般元 C は h1(C, IC/V3(1)) = 1を満たす. 従って定理 8により

W は (HilbS V3)redの既約成分でありHilbS V3はW に沿って生成的に被約でない. つまり

HilbS V3は可算無限個の非被約既約成分を持つことが示された.



§2 分類射の支配性

ここでは §1で示したHilbert schemeの非被約性よりHom schemeの非被約性を導く. 定

理 4で得られたHilbert scheme HilbS
8,5 V3の非被約既約成分を W̃ とする (つまり (W̃ )red =

W ). 曲線の埋め込みを忘れることで W̃ から種数 5曲線のモジュライ空間M5への射

ϕ : W̃ → M5 (分類射)

が定義される. 点 [X] ∈ M5におけるファイバーϕ−1([X])はHom(X,V3)のopen subscheme

と同型である. そのHom(X,V3)内での Zariski閉包を T とする. 我々は一般の [X] ∈ M5

に対する T が定理 1の要求を満たすことを証明する. そのためにϕの支配性を示すことが

本質的になる. 支配性の証明には次の Sylvesterの 5面体定理 (cf. [3])を用いる.

補題 11 (Sylvester’s pentahedoron theorem). 一般の4変数斉次3次多項式F = F (y0, y1, y2, y3)

は適当な 5個の斉次 1次式 li (0 ≤ i ≤ 4)達の立方和
∑4

i=0 li(y0, y1, y2, y3)
3として表せる.

定理 1の証明 X ↪→ P4を一般の種数 5曲線の標準埋め込み (|KX |による埋め込み)と

する. 良く知られているように像 X(同じ記号で表す)は 3つの 2次超曲面の完全交叉

q1 = q2 = q3 = 0になる. Xの一般性から qi達も一般である. qi達の張る net of quadrics

の一般の subpencilから定まる 4次 del Pezzo曲面を F とする. 一般の点 p ∈ F \ X にお

ける blow-upを πp : Sp → F とすれば可換図式

X ⊂ F ⊂ P4

‖
xπp

|
↓ 射影Πp

C ⊂ Sp ⊂ P3

(5)

が成り立つ. ただし CはX の πpによる逆像である. X は F 上の線形系 | − 2KF |に属す
のでCは πpの例外曲線をEとして |π∗

p(−2KF )| = | − 2KS + 2E|に属す. F, pの取り方か

ら Spは一般の 3次曲面である.

まず Fermat型 cubic 3-fold V3 = V Fermat
3 の場合に定理を証明する. 補題 11より一般の

3次曲面は V Fermat
3 の超平面切断と同型である. 従ってSpもそうである. よって図式 (5)よ

り分類射ϕ : W̃ → M5は支配的であり, 一般ファイバー TFermatは 4次元である. M5は生

成的に非特異であるので TFermatは生成的に被約でない.

V3が一般の場合の定理 1はFermat型の場合の主張とファイバー次元に関する上半連続

性より従う.

問題 12. V3 ⊂ P4を cubic 3-foldとし, Mcubicを 3次曲面のモジュライ空間とする. このと

き非特異な V3に対し有理写像

ϕV3 : (P4)∗ 99K Mcubic, [H] 7→ [H ∩ V3]



はいつも支配的か?

注意 13. 問題 12に対する答えが肯定的なら定理 1は非特異な cubic 3-fold V3に対して正

しい.

§3 他の例

Hilbert schemeやHom schemeの非被約既約成分に関する他の例について解説する.

§3.1 Jacobian variety内の曲線

Hilbert schemeの最も簡単な非被約既約成分は曲線のAbel-Jacobi写像による埋め込み

α : C ↪→ Jac Cから得られる. αの変形は Jac C
∼→ Jac Cの変形を導く. 従って Jac Cの

subschemeとしての α(C)の変形は Jac C の群構造が導く α(C) ⊂ Jac C の平行移動しか

ない. 特に (Hilb(Jac C))redは [α(C)]を通る Jac Cと同型な g次元既約成分 T を含む. た

だし gは曲線Cの種数とする.

命題 14. もし Cが種数 3以上の超楕円曲線ならばHilb(Jac C)は T に沿って被約でない.

証明 [α(C)]における非被約性を示せば十分である.

0 → TC → TJac(C)

∣∣
C︸ ︷︷ ︸

'H1(OC)⊗OC

→ NC/ Jac C → 0

を自然な完全列とする. このとき誘導写像 H1(TC) → H1(OC) ⊗ H1(OC)は単射でない.

実際, その双対H0(KC) ⊗ H0(KC) → H0(KC
⊗2)を考えれば仮定 (C: hyperelliptic)より

全射でないことがわかる. 故に完全列から h0(NC/ Jac C) > g = dim T が従う.

この非被約性は周期写像Mg → Ag が hyperelliptic locusに沿って分岐していることに

起因する. Hom scheme Hom(C, Jac C)は [α]において非特異である.

§3.2 Mumford pathology

Mumford [7]は P3内の次数 14種数 24 の非特異連結曲線のHilbert scheme HilbS
14,24 P3

が期待次元である 56次元非被約既約成分を持つことを示した. 成分の一般元Cは非特異 3

次曲面に含まれており linearly normalであるが 3-normalでない (i.e. H1(P3, IC(3)) 6= 0).

モジュライ空間M24の次元は dim T より大きくCはM24内で一般ではない.



§3.3 Fano 3-fold内の曲線

ある種の特別なFano 3-fold V 内の直線のHilbert scheme Hilb1,0 V は生成的に被約でな

いことが知られている. 従って−KV に関する次数 1 の射のHom scheme Hom1(P1, V )も

生成的に被約でない. しかしこの場合 V の一般の変形 V ′に対しHilb1,0 V ′もHom1(P1, V )

も生成的に被約になる. 二つの例を挙げよう.

(1) Smooth quartic 3-fold V4 ⊂ P4の超平面切断が平面 4次曲線上の錐になっていると

き, V4内の直線のHilbert schemeはその 4次曲線を既約成分として含む. さらにこ

の既約成分に沿って被約でない ([4, §3]).

(2) [6]において梅村氏と向井氏は PSL(2)の icosahedral group I60による商多様体の自

然なコンパクト化U22 := PSL(2)/I60 ⊂ P12 を考えた. さらにU22内の直線のHilbert

scheme Hilb1,0 U22 が double P1であることが示された. しかし U22は 6次元の変形

空間を持ち U22の一般の変形 U ′
22 6∼= U22に対しHilbert scheme Hilb1,0 U ′

22は被約に

なる (cf. Prokhorov[9]).

§3.4 quintic 3-fold内の曲線

種数5の標準曲線のgeneric projection C = [C8 ⊂ P3]はVoisinの例 (Clemens-Kley[1])に

も出現する．この曲線Cを含む smooth quintic 3-fold V5 ⊂ P4のHilbert scheme Hilb8,5 V5

は [C]において embedded componentをもつことが知られている.
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