
工科の線形代数２, 準備問題解答 機械工学科 2015/1/8 担当：那須

学生証番号 氏名 点数

1 次の行列Aの固有値 λを全て求めよ.

(1) A =

(
3 2

2 3

)
解答) Aの固有多項式は

|A− λE| =

∣∣∣∣∣3− λ 2

2 3− λ

∣∣∣∣∣ = (3− λ)2 − 22 = λ2 − 6λ+ 5 = (λ− 1)(λ− 5).

従ってAの固有値は λ = 1, 5.

(2) A =

(
−8 −15

2 3

)
解答) Aの固有多項式は

|A− λE| =

∣∣∣∣∣−8− λ −15

2 3− λ

∣∣∣∣∣
= (−8− λ)(3− λ)− (−15) · 2
= λ2 + 5λ+ 6

= (λ+ 2)(λ+ 3).

従ってAの固有値は λ = −2,−3.

(3) A =

1 4 −5

0 −2 6

0 0 3


解答) Aの固有多項式は

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 4 −5

0 −2− λ 6

0 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)(−2− λ)(3− λ).

従ってAの固有値は λ = 1,−2, 3.

(4) A =

−2 1 −3

−3 2 −3

1 −1 2


解答) Aの固有多項式は

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−2− λ 1 −3

−3 2− λ −3

1 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣
= (−2− λ)(2− λ)2 − 3− 9 + 3(2− λ)− 3(−2− λ) + 3(2− λ)

= −(λ+ 2)(λ− 2)2 − 3λ+ 6

= −(λ2 − 4)(λ− 2)− 3λ+ 6

= −(λ3 − 2λ2 − 4λ+ 8)− 3λ+ 6

= −λ3 + 2λ2 + λ− 2

= (λ− 1)(λ+ 1)(λ− 2).

従ってAの固有値は λ = 2,−1, 1.

2 行列A =

−1 a −2

0 0 a+ 3

0 0 −1

が対角化可能となるような定数 aの値を全て求めよ.

解答) Aの固有値は λ = −1 (重解)と λ = 0に等しい. λ = −1のとき,

A+ E =

−1 a −2

0 0 a+ 3

0 0 −1

+

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

0 a −2

0 1 a+ 3

0 0 0

 .

Aの対角化が可能であるためには,

3− rank(A+ E) = 2,

すなわち rank(A+ E) = 1が必要十分である. 従って∣∣∣∣∣a −2

1 a+ 3

∣∣∣∣∣ = a× (a+ 3)− (−2)× 1 = a2 + 3a+ 2 = (a+ 2)(a+ 1) = 0.

以上より a = −1,−2.



3 行列A =

(
1 −1

−1 1

)
について以下の問いに答えよ.

(1) Aの固有値 λを全て求めよ.

解答)

|A− λE| =

∣∣∣∣∣1− λ −1

−1 1− λ

∣∣∣∣∣ = (1− λ)2 − (−1)2 = λ2 − 2λ = λ(λ− 2).

従ってAの固有値は λ = 0, 2

(2) P−1AP が対角行列となる (正則)正方行列 P を１つ与えよ.

解答)

• λ = 0のとき, A− 0E = A =

(
1 −1

−1 1

)
基本変形−→

(
1 −1

0 0

)
. Ax = 0を解いて, 固

有ベクトルは x1 = t1

(
1

1

)
(t1 ̸= 0).

• λ = 2のとき, A − 2E =

(
−1 −1

−1 −1

)
基本変形−→

(
1 1

0 0

)
. (A − 2E)x = 0を解いて,

固有ベクトルは x2 = t2

(
−1

1

)
(t2 ̸= 0).

答え：P =

(
1 −1

1 1

)
のとき, P−1AP =

(
0 0

0 2

)
となる

(3) 自然数 nに対しAnを求めよ.

解答) P =

(
1 −1

1 1

)
の逆行列は P−1 =

1

2

(
1 1

−1 1

)
である. よって,

An = P

(
0n 0

0 2n

)
P−1 =

(
1 −1

1 1

)(
0 0

0 2n

)(
1

2

(
1 1

−1 1

))

=
1

2

(
0 −2n

0 2n

)(
1 1

−1 1

)
=

1

2

(
2n −2n

−2n 2n

)
=

(
2n−1 −2n−1

−2n−1 2n−1

)
.

4 A =

0 0 0

1 3 1

1 0 2

について以下の問いに答えよ.

(1) Aの固有値 λを全て求めよ.

解答) Aの固有多項式は,

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0

1 3− λ 1

1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ

∣∣∣∣∣3− λ 1

0 2− λ

∣∣∣∣∣ = −λ(3− λ)(2− λ).

従ってAの固有値は λ = 0, 2, 3である.

(2) P−1AP が対角行列となる (正則)正方行列 P を１つ与えよ.

解答)

• λ = 0のとき,

A− 0E =

0 0 0

1 3 1

1 0 2

 基本変形−→

1 0 2

0 3 −1

0 0 0



(A− 0E)x = 0を解けば, 固有ベクトルは x1 = t

−2

1/3

1

 = t′

−6

1

3

 (t, t′ ̸= 0).

• λ = 2のとき,

A− 2E =

−2 0 0

1 1 1

1 0 0

 基本変形−→

1 0 0

0 1 1

0 0 0



(A− 2E)x = 0を解けば, 固有ベクトルは x2 = t

 0

1

−1

 (t ̸= 0).

• λ = 3のとき,

A− 3E =

−3 0 0

1 0 1

1 0 −1

 基本変形−→

1 0 0

0 0 1

0 0 0



(A− 3E)x = 0を解けば, 固有ベクトルは x3 = t

0

1

0

 (t ̸= 0).

答え：P =

−6 0 0

1 1 1

3 −1 0

 のとき, P−1AP =

0 0 0

0 2 0

0 0 3

 となる
0講義に関する情報を次のウェブサイトに置いておく. http://fuji.ss.u-tokai.ac.jp/nasu/2014/lae2.html


