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中間テスト準備問題解答
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3 (1) (a) σ = (1 4 7)(2 8 6)(3 5), よって ord(σ) = 6.

(b) σ = (1 5 7)(3 8 4), よって ord(σ) = 3.

(c) σ = (1 15 9 11 8 2 13 16 5 3)(4 10 7 14 6 12), よって ord(σ) = 30.

(2) σは偶置換 (あみだくじは省略)

4 (1) (a) x3 + y3 = (x+ y)3 − 3xy(x+ y) = σ3
1 − 3σ1σ2

(b) x6 + y6 + x3y3 = (x3 + y3)2 − x3y3 = (σ3
1 − 3σ1σ2)

2 − σ3
2 = σ6

1 − 6σ4
1σ2 + 9σ2

1σ
2
2 − σ3

2

(2) (c) 2σ2
1 − 6σ2 (d) σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3 (e) σ2
1σ2 − 2σ2

2 − σ1σ3

解説）
(c) f は 2次式なので,

(x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 = aσ2
1 + bσ2 (a, bは定数)

とおく. (x, y, z) = (1, 0, 0)を代入すると, σ1 = 1 + 0 + 0 = 1かつ σ2 = 1 · 0 + 0 · 0 + 0 · 1 = 0.

よって
(1− 0)2 + (0− 0)2 + (0− 1)2 = a · 12 + b · 0

であり, a = 2を得る. 同様に (x, y, z) = (1,−1, 0)を代入すると, σ1 = 1 + (−1) + 0 = 0かつ
σ2 = 1 · (−1) + (−1) · 0 · 1 = −1. よって

(1− (−1))2 + (−1− 0)2 + (0− 1)2 = a · 02 + b · (−1)
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であり, b = −6. 従って (x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 = 2σ2
1 − 6σ2.

(d) f は 3次式なので,

x3 + y3 + z3 = aσ3
1 + bσ1σ2 + cσ3 (a, b, cは定数)

と表される. (x, y, z) = (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1,−1, 1)などを代入し, a, b, cを求める.

(e) f は 4次式なので,

x3y + y3z + z3x+ xy3 + yz3 + zx3 = aσ4
1 + bσ2

1σ2 + cσ2
2 + dσ1σ3 (a, b, c, dは定数)

とおく. (x, y, z) = (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1,−1, 0), (1,−1, 1)などを代入し, a, b, c, dを求める.

(3) 解と係数の関係により, 
σ1 = α+ β + γ = 2

σ2 = αβ + βγ + γα = 7

σ3 = αβγ = −5

(f) (α+β)2+(β+γ)2+(γ+α)2 = 2(α+β+γ)2−2(αβ+βγ+γα) = 2σ2
1 −2σ2 = 2 ·22−2 ·7 = −6

(g) 前問と同様に, 解の対称式を基本対称式で表せば

α2 + β2 + γ2 = (α+ β + γ)2 − 2(αβ + βγ + γα) = σ2
1 − 2σ2 = 22 − 2 · 7 = −10.

α2β2 + β2γ2 + γ2α2 = (αβ + βγ + γα)2 − 2αβγ(α+ β + γ)

= σ2
2 − 2σ3σ1 = 72 − 2 · (−5) · 2 = 69.

α2β2γ2 = (αβγ)2 = (−5)2 = 25.

よって, 求める方程式は

(x− α2)(x− β2)(x− γ2) = x3 + 10x2 + 69x− 25 = 0.

この式に非零定数をかけたものも正解である.

5 (1) (a) f は単射かつ全射 (よって全単射)

(b) f は単射であり全射でない (よって全単射でない)

(c) f は全射であり単射でない (よって全単射でない)

(2) 略

6 (1) Gの群表を計算すると

@
@
@

e σ τ ρ

e e σ τ ρ

σ σ e ρ τ

τ τ ρ e σ

ρ ρ τ σ e

(2) (a) Gは可換, かつ σ2 = τ2 = ρ2 = eより

σ3τ4ρ5σ7τ5ρ3 = σ10τ9ρ8 = e · τ · e = τ.

(b) nが偶数, m, lがともに奇数のとき σnτmρl = τρ = σ. 同様に nが奇数, m, lがともに偶数のとき
σnτmρl = σ. よって, どちらの場合も積は σに等しい.
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7 (1) g(x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣, h(x, y, z) =
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x y z

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣ とおけば, 任意の互換 σ ∈ S3 に対し,

σf =
σg

σh
=

−g

−h
=

g

h
= f.

よって f は対称式である.

(2) gと hはそれぞれ 5次式と 3次式なので, f = g/hは 2 (= 5− 3)次式である.

f(x, y, z) = aσ2
1 + bσ2 (a, bは定数)

とおく. x = 0, y = 1, z = −1 (σ1 = 0, σ2 = −1) を代入すると,∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 1 1

0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

0 1 −1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −2/2 = −1 = a · 02 + b · (−1).

よって b = 1を得る. 一方, x = 0, y = 2, z = −1 (σ1 = 1, σ2 = −2) を代入すると,∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 4 1

0 8 −1

∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

0 2 −1

0 4 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −12/6 = −2 = a · 12 + b · (−2).

よって, a = 0を得る. 従って, f(x, y, z) = xy + yz + zx (= σ2).

講義に関する情報を次のウェブサイトに置いておく. http://fuji.ss.u-tokai.ac.jp/nasu/2014/gt.html
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